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1. 서 론 

실제적인 공학 제품의 설계문제에는 연속설계변

수(continuous design variable) 뿐만 아니라 규격화된 

값들 중에서 설계변수 값이 선택되어야 하는 이산

설계변수(discrete design variable)가 종종 존재한다. 

이처럼 연속설계변수 및 이산설계변수가 함께 존

재하거나 또는 이산설계변수만 존재하는 설계문제

의 최적해를 얻기 위하여 혼합이산비선형계획법

(mixed-discrete nonlinear programming, MDNLP) 이 

개발되었다. 

대표적인 MDNLP 기법에는 유전 알고리즘(genetic 

algorithm, GA),(1,2) 입자군집최적화(particle swarm optimization, 

Key Words : Discrete Optimization(이산최적화), Mixed-Discrete Nonlinear Programming(혼합이산비선형계획법), Branch-and-

Bound Method(분지한계법), Convergence Tolerance(수렴허용오차), Branching Order(분지순서) 

초록: 혼합이산비선형계획법(mixed-discrete nonlinear programming) 문제의 최적화를 위한 대표적인 기법 중에 하

나인 분지한계법(branch-and-bound method)은 다른 기법에 비해 강건하지만 분지한계법 내부의 각 노드마다 연속

최적화를 수행해야 하기 때문에 많은 함수 계산이 요구되는 것으로 알려져 있다. 이러한 분지한계법의 단점을 

극복하기 위하여 크게 두 가지 연구를 수행하였다. 먼저, 분지한계법의 각 노드마다 동일한 수렴허용오차를 설

정해주던 기존의 방법을 대체할 수 있는 비균일 수렴허용오차 방법을 제안하였다. 또한 분지한계법에 적용할 

수 있는 5 가지 분지순서 방법 중에서 분지한계법의 성능을 가장 극대화할 수 있는 분지순서 방법을 제시하였

다. 수렴허용오차 방법과 분지순서 방법들을 각각 선택하여 분지한계법에 적용한 후 7 개의 수학예제와 4 개의 

공학예제에 대하여 테스트를 수행한 결과, 제안된 비균일 수렴허용오차 방법과 5가지 분지순서 방법 중 최소간

격차이법을 분지한계법에 함께 적용할 경우 분지한계법의 성능이 가장 극대화 됨을 확인할 수 있었다. 

Abstract: In order to improve the efficiency of the branch-and-bound method for mixed-discrete nonlinear programming, a non-

uniform convergence tolerance scheme is proposed for the continuous subproblem optimizations. The suggested scheme assigns 

the convergence tolerances for each continuous subproblem optimization according to the maximum constraint violation 

obtained from the first iteration of each subproblem optimization in order to reduce the total number of function evaluations 

needed to reach the discrete optimal solution. The proposed tolerance scheme is integrated with five branching order options. The 

comparative performance test results using the ten combinations of the five branching orders and two convergence tolerance 

schemes show that the suggested non-uniform convergence tolerance scheme is obviously superior to the uniform one. The 

results also show that the branching order option using the minimum clearance difference method performed best among the five 

branching order options. Therefore, we recommend using the “minimum clearance difference method” for branching and the 

“non-uniform convergence tolerance scheme” for solving discrete optimization problems. 
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PSO),(3,4) 벌칙함수 기법(penalty function approach),(5) 순

차적 선형근사 기법(sequential linearization approach),(6~8) 

분지한계법(branch-and-bound method, BBM)(9~16) 등

이 있다. 먼저 GA 와 PSO 는 함수의 민감도 정보

가 필요 없기 때문에 설계문제의 특성을 잘 모르

더라도 쉽게 적용이 가능한 기법으로, 설계 영역

을 넓게 탐색하기 때문에 전역 최적해(global 

optimum)를 찾을 확률이 높다. 그러나 다른 

MDNLP 기법에 비해 매우 많은 함수 계산이 요구

되고 수렴속도가 느리기 때문에, 해석 시간이 오

래 걸리는 실제적인 설계문제의 최적화에는 적합

하지 않다. 벌칙함수 기법은 이산설계변수에 대한 

벌칙함수를 구성한 후 최적화를 수행하는 기법이

다. 이 기법은 벌칙매개변수(penalty parameter)를 

결정하는 일이 매우 까다롭기 때문에, 만약 벌칙

매개변수를 잘못 결정할 경우 이산최적해(discrete 

optimum)를 얻지 못하는 경우가 종종 발생한다.(4) 

순차적 선형근사 기법은 설계문제를 선형문제로 

근사화한 후 근사최적해를 구하는 과정을 순차적

으로 반복하는 기법이다. 이 기법은 다른 MDNLP 

기법에 비해 효율성이 뛰어나지만, 설계문제의 비

선형성이 심할 경우 이산최적해를 잘 얻지 못하는 

것으로 알려져 있다.(17) 분지한계법은 주어진 설계

영역을 더 좁은 범위의 영역으로 분할한 각 노드

(node)에서 비선형계획법(nonlinear programming, 

NLP) 알고리즘을 이용하여 최적화를 수행하는 기

법이다. 분지한계법은 볼록(convex) 설계문제에 대

해 수렴성이 보장되며 다른 기법에 비해 강건하기 

때문에(17,18) 가장 널리 이용되고 있는 기법 중에 

하나이다. 하지만 분지한계법은 분지 및 탐색 전

략에 따라 알고리즘의 성능이 크게 달라지며, 각 

노드마다 연속최적화를 수행해야 하기 때문에 많

은 함수 계산이 요구되는 단점이 존재한다. 

본 연구에서는 분지한계법의 효율성을 향상시키

기 위하여 크게 두 가지 방법을 제안하였다. 먼저, 

분지한계법의 각 노드마다 동일한 수렴허용오차

(convergence tolerance)를 설정해주던 기존의 방법

을 대신할 수 있는 비균일 수렴허용오차 방법

(non-uniform convergence tolerance scheme)을 제안한

다. 또한 기존에 알려져 있는 다양한 분지순서 방

법(branching order method)간의 비교를 통해 분지한

계법의 성능을 가장 극대화시키는 분지순서 방법

을 제시하고자 한다. 

본 논문의 2 장에서는 분지한계법의 소개, 제안

된 비균일 수렴허용오차 방법, 분지순서 방법에 

대해서 차례로 기술하고자 한다. 3장에서는 7개의 

수학예제와 4 개의 공학예제를 이용하여 제안된 

방법의 성능을 검증하고자 한다. 그리고 4 장에서

는 결론을 맺을 것이다. 

2. 분지한계법의 개선 방법 

2.1 분지한계법 

 MDNLP 문제는 일반적으로 식 (1)-(5)와 같이 

정식화 할 수 있다. 
 

Find      x             (1) 

to minimize ( )f x     (2) 

 subject to   

( ) 0 , 1,...,jg j m≤ =x           (3) 

1 2 d, ( , ,..., ,..., ), 1,...,
ii i i i i ip iqx D D d d d d i n∈ = =   (4) 

L U

d, ( 1),...,i i ix x x i n n≤ ≤ = +     (5) 

 

여기서 x 는 연속설계변수와 이산설계변수들을 포함

하는 설계변수 벡터이며, f는 목적함수, gj는 j번째 구

속조건을 의미한다. xi
L과 xi

U는 i번째 연속설계변수에 

대한 하한치와 상한치를 각각 나타낸다. m 과 n 은 각

각 구속조건의 개수와 설계변수의 개수를 나타내며 

nd는 이산설계변수의 개수를 의미한다. Di는 i번째 설

계변수가 가질 수 있는 이산 값들의 집합, qi는 i번째 

설계변수가 가질 수 있는 이산 값의 개수이며, di p는 i

번째 설계변수의 p번째 이산 값을 나타낸다. 

분지한계법은 이러한 MDNLP 문제를 최적화할 수 

있는 대표적인 기법 중에 하나이다. 1960 년 선형계

획법(linear programming)을 위해 현재의 분지한계법

과 유사한 형태의 알고리즘이 Land와 Doig(9)에 의해 

처음 제안되었고, 이후 비선형 문제를 풀 수 있는 

분지한계법이 1965 년 Dakin(10)에 의해 개발되었다. 

이후 분지한계법의 성능을 개선하기 위한 연구가 

Gupta,(11) Hajela,(12) Tseng,(15) Leyffer(16) 등에 의해 수행

되어져 왔다. 분지한계법은 분지(branching) 과정을 

통해 주어진 설계영역을 더 작은 설계영역으로 분할

하고, 분할된 설계영역에서 현재까지 찾은 해보다 

더 개선된 해를 찾을 수 없다면 그 설계영역을 삭제

하여 탐색 공간을 줄여나가는 방법이다. 분지한계법

은 나무(tree) 구조와 같이 현재 노드 밑에 자식노드

들이 계속 생성되는 방식으로 진행된다. 분지한계법

의 자세한 절차는 아래와 같다.  
 

Step 1: NLP 기법을 이용하여 첫 번째 노드의 최적

화를 수행한다. 

Step 2: 첫 번째 노드에서 이산최적해를 얻었거나 해

를 얻지 못했을 경우, 분지한계법을 종료한
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다. 그렇지 않으면, Step 3으로 진행한다. 

Step 3: 분지순서 방법을 이용하여 상하한 범위를 

새로 설정해야 할 설계변수를 선정하고, 

설계변수의 범위가 새로 설정된 자식노드 

2개를 생성한다. 

Step  4: 두 자식노드에서 각각 최적화를 수행한다. 

Step 5: 두 자식노드에서 얻어진 해를 각각 체크하

여 두 노드의 상태를 결정한다. 

Step 6: 노드탐색 방법을 이용하여 분지를 수행할 

노드를 새로 선정하고, Step 3 으로 진행한

다. 만약 더 이상 분지를 수행해야 할 노

드가 없다면, 분지한계법을 종료한다. 

 

Step 5 에서 각 노드에서는 최적화를 통해 얻어진 

해를 체크하여 그 노드에서 분지를 더 진행할 것인지 

아니면 멈출 것인지 결정해야 한다. 노드의 상태는 

크게 세 가지로 분류된다. 첫째, 노드에서 최적화를 

수행하여 얻은 해가 기존의 후보이산최적해

(incumbent)보다 목적함수 값은 더 좋으나 이산해

(discrete solution)는 아닐 경우, 이 노드에서 분지를 수

행한다. 이 노드들은 분지를 위해 활성화(active)되어 

있으며, 이러한 노드에서 분지를 수행하면 기존의 후

보이산최적해보다 더 좋은 이산최적해를 자식노드에

서 얻을 가능성이 높아진다. 둘째, 노드에서 최적화를 

수행하여 얻은 이산해가 기존의 후보이산최적해보다 

목적함수 값이 좋을 경우, 이 해는 새로운 후보이산

최적해가 된다. 이 노드에서는 더 이상 분지가 진행

되지 않는다. 셋째, 노드에서 최적화를 수행하여 얻어

진 해가 후보이산최적해보다 목적함수 값이 나쁘거나 

또는 해를 얻지 못했을 경우가 존재한다. 이러한 노

드에서는 더 이상 분지가 진행되지 않는다. 

Step 3 에서는 분지순서 방법을 이용하여 상하한 

범위를 새로 설정할 설계변수를 선정하고, 설계변

수 범위가 새로 설정된 자식노드 2 개를 생성해야 

한다. 이때 어떤 설계변수를 선정하느냐에 따라 

분지한계법의 효율성이 크게 달라진다. 본 연구에

서는 다양한 예제를 통해 분지한계법의 성능을 가

장 극대화할 수 있는 분지순서 방법이 무엇인지 

분석해 볼 것이다. 

한편, Step 4 에서 볼 수 있듯이 분지한계법에서

는 각 노드마다 최적화를 수행하기 때문에 다른 

MDNLP 기법에 비해 효율성이 떨어지는 단점이 

존재한다. 본 연구에서는 각 노드마다 수렴조건을 

다르게 설정하여 분지한계법의 전체적인 효율성을 

높이는 비균일 수렴허용오차 방법을 제안하였다. 

2.2 절에서는 제안된 비균일 수렴허용오차 방법에 

대해 자세히 설명하고자 하며, 2.3절에서는 대표적

인 5가지 분지순서 방법에 대해 알아볼 것이다. 

 

2.2 비균일 수렴허용오차 방법 

분지한계법의 각 노드마다 NLP 기법을 이용하여 

연속최적화(continuous optimization)를 수행하므로, 

NLP 기법의 성능은 분지한계법의 전체적인 효율성 

및 정확성에 큰 영향을 미친다. NLP 기법 중에서 강

건하고 효율적인 방법으로 알려진 일반화된 환산경

사도법(generalized reduced gradient method)(11)이나 순차

이차계획법(sequential quadratic programming, SQP)(15,16) 

등이 각 노드의 최적화를 위해 주로 이용되어 왔다. 

본 연구에서는 Jung 등(19)이 개발한 SQP를 이용하여 

각 노드의 최적화를 수행하였다. 

각 노드에서 최적화를 수행할 때 가장 어려운 

점 중에 하나는 NLP 기법의 종료 시점을 판단하

는 일이다. 즉, NLP 기법의 수렴허용오차를 어떻

게 설정해주느냐에 따라 최적화의 효율성 및 정확

성에 큰 차이가 발생할 수 있다. 또한 각 노드에

서의 최적화의 효율성과 정확성은 분지한계법 전

체의 효율성 및 정확성에 큰 영향을 미친다. 그러

나 기존의 분지한계법에서는 이러한 특성을 고려

하지 않고 모든 노드에 동일한 수렴허용오차가 적

용되었기 때문에, 불필요한 함수 계산으로 인해 

분지한계법의 효율성이 나빠지는 경우가 많았다. 

이를 개선하기 위하여 본 연구에서는 새로운 비균

일 수렴허용오차 방법을 제안하고자 한다. 

본 연구에서는 크게 두 가지 수렴조건에 대한 

수렴허용오차를 각 노드마다 다르게 설정해 주었

다. 첫 번째 수렴조건은 해의 구속조건 위배 여부

에 관한 것이다. 식 (3)에서 볼 수 있듯이 구속조

건이 0 보다 크면 수학적으로 위배되었음을 의미

한다. 그러나 컴퓨터를 이용한 계산 시 항상 내부

적인 오차가 존재하며, 시뮬레이션 모델에서 계산

된 성능치는 실제 모델의 성능치에 대한 근사값이

다. 따라서 구속조건의 위배 여부를 판단할 때 작

은 허용오차를 부여한다. 이 수렴허용오차를 tC 로 

정의하고자 하며, tC는 3.0e-3 (tC0)으로 주로 설정된

다.(20,21) 즉, 구속조건은 식 (6)과 같이 정의되며, 

일반적으로 gj 는 알고리즘 내에서 gj 의 초기값 등

으로 정규화(normalization)된다. 

 

( ) C , 1,...,jg t j m≤ =x         (6) 

 

두 번째 수렴조건은 이전 설계점에서의 목적함

수 값과 현재 설계점에서의 목적함수 값의 상대적

인 차이가 수렴허용오차 tRF 보다 작거나 같아야 

한다는 것이다. tRF는 주로 1.0e-3 (tRF0)으로 설정된
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다.(20,21) 이를 수식으로 나타내면 식 (7)과 같다. 

만약 이 수렴조건을 만족할 경우 최적해가 얻어지

고 SQP는 종료된다. 

 

( ) ( )

( )

1

RF1

k k

k

f f
t

f

−

−

−
≤

x x

x
       (7) 

 
여기서 k 는 SQP 알고리즘 내부의 반복횟수

(iteration number)를 나타낸다. 

 기존의 분지한계법에서는 모든 노드에 동일하

게 tC = tC0 , tRF = tRF0로 설정해주는 균일 수렴허용오

차 방법이 이용되었다. 그러나 모든 노드에 동일

한 수렴허용오차를 적용할 경우, 각 노드마다 설

계변수의 범위만 단지 다른 유사한 최적화 문제를 

풀기 위해 너무 큰 수치적 부담이 요구된다. 

본 연구에서는 분지한계법의 효율성을 높이기 

위해서 Table 1 과 같이 각 노드의 수렴허용오차를 

다르게 설정해주는 비균일 수렴허용오차 방법을 

제안한다. Table 1 에서 볼 수 있듯이 이 방법에서 

는 gmax 의 크기에 따라 tC, tRF 값이 상대적으로 조 

정된다. gmax 는 SQP 의 첫 번째 반복회(iteration)가  

끝난 후 업데이트된 설계점에서의 모든 구속조건 

값 중에서 가장 큰 값을 나타낸다. 이를 수식으로 

나타내면 다음과 같다. 
 

{ }1 1 1 1

max 1 2max , ,..., ,...,j mg g g g g=         (8) 

 
 

Table 1 tC and tRF values in the non-uniform convergence 
tolerance scheme

 

Fig. 1 Non-uniform convergence tolerance scheme for each node 

maxg  
Ct  

RFt  

max1 g≤  α  
RF0

C0

t

t
α  

C0
max 1

t
g

α
≤ <  

maxgα  RF0
max

C0

t
g

t
α  

C0
max

t
g

α
<  

C0t  RF0t  
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여기서 gj
1 은 SQP 의 첫 번째 반복회가 끝난 후 

얻어진 현재 설계점에서의 j 번째 구속조건의 정규

화된 값이다. 

Fig. 1 은 분지한계법의 한 노드에 비균일 수렴허용

오차 방법이 적용된 최적화 절차를 나타낸다. 먼저 

SQP의 첫 번째 반복회를 수행한 후 gmax 값을 체크한

다. gmax가 1 보다 클 경우 tC, tRF를 각각 tC = α, tRF = 

α(tRF0/tC0)로 설정한다. gmax가 tC0/α 보다 같거나 크고 1

보다 작을 경우, tC, tRF 를 각각 tC = αgmax, tRF = αgmax 

(tRF0/tC0)로 조정해준다. 만약 gmax 가 tC0/α 보다 작다면, 

tC, tRF는 초기에 설정해 준 tC0, tRF0로 그대로 유지한다. 

본 연구에서 α 는 0.3 으로 설정하였다. 임의의 값인 

0.3은 여러 시험문제를 통해 얻은 학습적인 값이다. tC, 

tRF 가 결정된 후 반복회수 k 를 업데이트하고 SQP 의 

다음 반복회를 수행한다. 단, 앞서 언급한 절차만 이

용할 경우 분지한계법에서 부정확한 이산최적해가 얻

어질 가능성이 존재한다. 이를 방지하기 위하여 아래

와 같은 조건을 추가하였다. Fig. 1에서 볼 수 있듯이 

만약 새로운 후보이산최적해가 얻어졌을 때 gmax 가 

tC0/α보다 크거나 같을 경우, tC, tRF를 각각 tC = tC0, tRF = 

tRF0로 재설정하여 SQP가 종료된 시점부터 다시 알고

리즘을 진행한다. 이 방법을 추가함으로써 기존의 균

일 수렴허용오차 방법을 이용한 분지한계법과 동일한 

정확성의 후보이산최적해를 노드에서 얻을 수 있었다. 

 

2.2 분지순서 방법 

부모노드에서 이산최적해를 얻지 못하고 분지를 할 

때, 부모노드에서 이산 값을 가지지 못했던 이산설계

변수의 상하한 범위가 각각 재조정되면서 자식노드 

두 개가 생성된다. 이때 부모노드에서 이산 값을 얻지 

못한 이산설계변수가 여러 개일 경우, 범위를 재조정

할 한 개의 이산설계변수만을 택해야만 한다. 이때 어

떤 설계변수를 택하느냐에 따라 분지한계법의 효율성

이 크게 달라진다. Tseng(15)은 상하한 범위를 재조정할 

이산설계변수를 결정할 수 있는 5 가지의 분지순서

(branching order) 방법을 제안하였다. 그러나 5 가지 방

법 중 어떤 방법이 분지한계법의 성능을 가장 극대화

시키는지에 대한 연구가 부족한 상태이다. 3 장에서는 

다양한 예제에 Tseng 이 제안한 분지순서 방법들을 적

용하여 이 중 가장 효과적인 방법이 무엇인지 분석해

보고자 한다. 5가지의 분지순서 방법은 다음과 같다. 

 
■ 최소간격법(minimum clearance method) 

이 방법은 현재 설계변수와 가장 가까운 이산 

값과 현재 설계변수 값 사이의 거리가 가장 가까

운 설계변수를 분지를 할 설계변수로 택하는 방법

이다. 이를 수식으로 나타내면 아래와 같다. 

 

( )min C D- D+ Cmin ,i i i i iC x x x x= − −       (9) 

 

여기서 xi
C는 i 번째 설계변수의 현재 값, xi

D-는 xi
C보

다 작으면서 가장 가까운 이산 값, xi
D+는 xi

C 보다 크

면서 가장 가까운 이산 값을 각각 나타낸다. 그리고 

Ci
min은 각 설계변수의 최소간격(minimum clearance)를 

나타내며, 최소간격법에서는 Ci
min 이 가장 작은 이산

설계변수를 분지를 수행할 설계변수로 선정한다. 

 
■ 최대간격법(maximum clearance method) 

xi
C 와 xi

D- 사이의 간격과 xi
C 와 xi

D+ 사이의 간격 

중에서 큰 값을 최대간격(maximum clearance) Ci
max 

라 하며, 아래와 같이 계산된다. 
 

( )max C D- D+ Cmax ,i i i i iC x x x x= − −      (10) 

 

이 방법에서는 Ci
max 가 가장 큰 이산설계변수를 

분지를 수행할 설계변수로 선정한다. 

 
■ 최소간격차이법(minimum clearance difference method) 

이 방법은 앞에서 구한 Ci
max 와 Ci

min 의 차이가 

가장 작은 설계변수를 분지를 수행할 설계변수로 

택하는 방법이다. Ci
max 와 Ci

min 의 차이를 수식으로 

나타내면 아래와 같다. 
 

max min

i i iCD C C= −            (11) 

 
■ 최대간격차이법(maximum clearance difference 

method) 

이 방법은 식 (11)의 CDi 가 가장 큰 설계변수를 

분지를 수행할 설계변수로 택하는 방법이다. 

 
■ 최대비용차이법(maximum cost difference method) 

이 방법에서는 설계변수의 현재 값에서 xi
C 만 

xi
D-로 바꾼 후 계산한 목적함수 값 fi

L과 xi
C를 xi

D+

로 바꾼 후 계산한 목적함수 값 fi
U 의 차이가 가

장 큰 설계변수를 분지를 수행할 설계변수로 택한

다. 이를 수식으로 나타내면 아래와 같다. 
 

( )L C C C D- C C

1 2 1 1, ,..., , , ,...,i i i i nf f x x x x x x− +=    (12) 

( )U C C C D+ C C

1 2 1 1, ,..., , , ,...,i i i i nf f x x x x x x− +=    (13) 

L U

i i iCostD f f= −            (14) 

 

그러나, 분지를 수행할 각 노드마다 CostDi 를 계산

하기 위해서는 너무 많은 함수 계산이 추가로 요구된

다. 따라서 최대비용차이법에서는 식 (14) 대신 목적

함수 f를 선형 근사화하여 CostDi를 계산하는 식 (15)

를 이용한다. 
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Table 2 Test problems 

No.  Problem type n nd  Design variable type  Size of discrete sets  Ref. 

1  Mathematical problem 2 2 x1, x2: discrete (integer) 4*7 (22) 

2  Mathematical problem 6 6 
x1, x2, x4, x5, x6:  

discrete (integer) 
5*4*3*9*3*3 (23) 

2  Mathematical problem 3 3 x1, x2, x3: discrete (integer) 11*11*11 (6) 

4  Mathematical problem 2 2 x1, x2: discrete 6*5 (17) 

5  Mathematical problem 2 2 x1, x2: discrete 6*5 (24) 

6  Mathematical problem 2 1 
x1: discrete (integer) 

x2: continuous 
5 (7) 

7 Mathematical problem 7 3 
x1, x2, x3: discrete (integer) 

x4, x5, x6, x7: continuous 
5*6*6 (25) 

8 Three bar truss design 3 3 x1, x2, x3: discrete 34*34*34 (26) 

9 Spring design  3 3 
x1, x2: discrete 

x3: discrete (integer) 
16*17*14 (27) 

10 Gear reducer design 7 7 
x1, x2, x4, x5, x6, x7: discrete 

x3: discrete (integer) 
11*11*12*11*11*101*51 (28) 

11 Pressure vessel design 4 2 
x1, x2: discrete 

x3, x4: continuous 
114*114 (29) 

 

 

( )
C

D+ D-( )i
i i i

i

f x
CostD x x

x

∂
= −

∂
       (15) 

 

즉, 식 (15)의 CostDi 값이 가장 큰 설계변수를 

분지를 수행할 설계변수로 선정한다. 

지금까지 설명한 5 가지 분지순서 방법들을 도

식화하면 Fig. 2 와 같다. Fig. 2 에서 볼 수 있듯이 

선택된 방법에 따라 분지를 수행할 설계변수가 달

라지는 것을 알 수 있다. 3장에서는 5가지 분지순

서 방법 중 분지한계법의 성능을 가장 극대화시키

는 방법이 무엇인지 알아보고자 한다. 

3. 테스트 결과 

본 연구에서는 제안된 방법의 성능을 검증하기 

위하여 설계변수 및 함수의 형태가 각기 다른 7

개의 수학예제와 4 개의 공학예제를 이용하였다. 

Table 2 에는 각 예제의 종류, 설계변수 개수, 이산

설계변수 개수, 설계변수의 종류, 이산 집합의 크

기, 참고문헌이 정리되어 있으며, Table 3에는 설계

변수의 범위 및 허용 가능한 이산 값의 집합, 목

적함수, 구속조건이 정리되어 있다. 

먼저 문제 1-3 은 모든 설계변수가 정수변수인 

문제이다. 문제 1 과 2 는 목적함수와 구속조건이 

모두 선형이며, 문제 2 의 크기가 문제 1 보다 더 

크다. 문제 3 은 목적함수가 이차함수, 구속조건은 

 

 
 

Fig. 2 Branching order methods 

 

선형이다. 문제 4, 5에서는 설계변수가 가질 수 있는 

이산 값들이 모두 실수이다. 문제 6, 7 은 일부 설계

변수는 정수이고 나머지는 연속변수인 혼합이산문제

이며, 목적함수와 구속조건은 모두 다항함수이다. 문

제 8-11 은 모두 공학예제이며, 이 중에서 문제 8-10

은 순수이산문제, 문제 11 은 혼합이산문제이다. 문

제 8-11 은 문제 1-7 보다 비선형성이 심한 함수들로 

이루어져 있다. 각 예제에 대한 더 자세한 설명은 

Table 2의 참고문헌들을 참조하기 바란다. 

제안된 방법의 성능 검증 및 각 분지순서 방법

의 비교를 위하여 본 연구에서는 균일 및 비균일 

수렴허용오차 방법과 5 가지 분지 순서 방법들을 

분지한계법에 각각 적용하여 테스트를 수행하였다.  
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Table 3 Discrete sets, objective function and constraints of each test problem 

No.  
Set of discrete values and 

variable bounds 
Objective function Constraints 

1  
{ }

{ }

1

2

0,1, 2,3

0,1, 2,3, 4,5,6

x

x

∈

∈

 
1 220 10f x x= − −  

1 1 2

2 1 2

3 1 2

20 10 75 0

12 7 55 0

25 10 90 0

g x x

g x x

g x x

= − − + ≤

= + − ≤

= + − ≤

 

2  

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

1

2

3

4

5

6

0,1,2,3,4

0,1, 2,3

0,1,2

0,1, 2,3, 4,5,6,7,8

0,1,2

0,1,2

x

x

x

x

x

x

∈

∈

∈

∈

∈

∈

 

1 2 3 4 5 63 24 13 9 20 19f x x x x x x= + + + + +  

1 1 2 3 4 5

6

2 1 2 3 4 5 6

3 1 2 3 4 5 6

110 205 160 160 420

260 2000 0

4 32 13 8 4 14

55 0

2 12 54 285 22 80

800 0

g x x x x x

x

g x x x x x x

g x x x x x x

= − − − − −

− + ≤

= − − − − − −

+ ≤

= − − − − − −

+ ≤

 

2  

{ }

{ }

{ }

1

2

3

2, 1,0,...,8

1, 2,3,...,11

2, 1,0,...,8

x

x

x

∈ − −

∈

∈ − −

 2 2 2

1 2 3 1 3 2 3

1 2 3

7 6 8 6 4

15.8 93.2 63 500

f x x x x x x x

x x x

= + + − +

− − − +

 
1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

142 172 118 1992

98 114 44 1162

40 72 34 703

g x x x

g x x x

g x x x

= + + ≤

= + + ≤

= + + ≤

 

4  
{ }

{ }

1

2

0.3,0.7,0.9,1.2,1.5,1.8

0.4,0.8,1.1,1.4,1.6

x

x

∈

∈

 
1 2f x x= +  

1

1 2

1 1
2 0g

x x
= + − ≤

 

5  
{ }

{ }

1

2

0.3,0.7,0.9,1.2,1.5,1.8

0.4,0.8,1.1,1.4,1.6

x

x

∈

∈

 2 2

1 2f x x= +  1

1 2

1 1
2 0g

x x
= + − ≤

 

6  
{ }1

2

1,2,3,4,5

0 5

x

x

∈

≤ ≤

 2

1 28f x x= −  3

1 1 28.63 0g x x= − + ≤  

7  

{ }

{ }

{ }

1

2

3

1, 2,3, 4,5

0,1, 2,3, 4,5

0,1, 2,3, 4,5

1 5, 4,5,6,7i

x

x

x

x i

∈

∈

∈

− ≤ ≤ =

 ( ) ( )

( )

2 2 4

1 2 3

2 6 2

4 5 6

4

7 6 7 6 7

10 5 12

3 11 10 7

4 10 8

f x x x

x x x

x x x x x

= − + − +

+ − + +

+ − − −

 

2 4 2

1 1 2 3 4 5

2

2 1 2 3 4 5

2 2

3 1 2 6 7

2 2 2

4 1 2 1 2 3 6 7

2 3 4 5 127

7 3 10 282

23 6 8 196

4 3 2 5 11 0

g x x x x x

g x x x x x

g x x x x

g x x x x x x x

= + + + + ≤

= + + + − ≤

= + + − ≤

= + − + + − ≤

 

8  

1 2 3, , {1.60,1.80,1.99,2.13,

2.38,2.62,2.63,2.88,2.93,3.09,

3.13,3.38,3.47,3.55,3.63,3.84,

3.87,3.88,4.18,4.22,4.49,4.59,

4.80,4.97,5.12,5.74,7.22,7.97,

11.5,13.5,13.9,14.2,15.5,16.0 }

x x x ∈

 

f : nonlinear function g1, g2, … , g5 : nonlinear functions 

9  

{ }

{ }

{ }

1

2

3

0.05,0.06,0.07,...,0.20

0.25,0.3125,0.375,...,1.25

2,3, 4,...,15

x

x

x

∈

∈

∈

 
f : nonlinear function 

g1, g2, g3 : nonlinear functions 

g4 : linear function 

10 

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

1

2

3

4

5

6

7

2.6, 2.7, 2.8,...,3.6

0.70,0.71,0.72,...,0.80

17,18,19,..., 28

7.3,7.4,7.5,...,8.3

7.3,7.4,7.5,...,8.3

2.90,2.91,2.92,...,3.90

5.00,5.01,5.02,...,5.50

x

x

x

x

x

x

x

∈

∈

∈

∈

∈

∈

∈

 

f : nonlinear function g1, g2, … , g11 : nonlinear functions 

11 

{ }

{ }

1

2

3

4

0.0625,0.125,0.1875,...,6.1875

0.0625,0.125,0.1875,...,6.1875

10 200

10 200

x

x

x

x

∈

∈

≤ ≤

≤ ≤

 

f : nonlinear function 
g1, g2, g4 : linear functions 

g3 : nonlinear function 
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Table 4 Optimum solutions and numbers of function evaluations of BBM using the uniform convergence tolerance scheme 

No. 
NF1 

(B1) 

NF2 

(B2) 

NF3 

(B3) 

NF4 

(B4) 

NF5 

(B5) 
Optimum solution 

1 113 66 66 113 66 
B1, B4    : x* = (2, 4)T, f (x*) = -80.0 

B2, B3, B5: x* = (1, 6)T, f (x*) = -80.0 

2 373 620 354 620 746 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (4, 0, 0, 5, 2, 0)T, f (x*) = 97.0 

3 230 179 259 191 191 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (2, 7, 3)T, f (x*) = 69.0 

4 137 137 139 137 139 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (1.5, 0.8)T, f (x*) = 2.3 

5 124 128 124 128 124 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (1.2, 1.1)T, f (x*) = 2.65 

6 132 132 132 132 132 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (2, 2.58)T, f (x*) = -16.68 

7 180 261 261 180 180 
B1, B4, B5: x* = (2, 2, 0, 4.31, -0.67, 1.14, 1.38)T, f (x*) = 683.12 

B2, B3   : x* = (2, 2, 0, 4.31, -0.63, 1.13, 1.46)T, f (x*) = 682.97 

8 47 47 47 47 47 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (1.6, 4.97, 1.6)T, f (x*) = 9.50 

9 311 738 314 738 640 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (0.05, 0.3125, 15)T, f (x*) = 0.0133 

10 137 135 137 135 137 
B1, B2, B3, B4, B5: 

x
* = (3.5, 0.7, 17, 7.3, 7.8, 3.35, 5.29)T, f (x*) = 2998.27 

11 205 205 87 205 87 
B1, B2, B3, B4, B5: 

x
* = (0.8125, 0.4375, 42.10, 176.64)T, f (x*) = 6059.71 

 

 

Table 5 Optimum solutions and numbers of function evaluations of BBM using the non-uniform convergence tolerance scheme 

No. 
NF6 

(B1) 

NF7 

(B2) 

NF8 

(B3) 

NF9 

(B4) 

NF10 

(B5) 
Optimum solution 

1 109 66 66 109 66 
B1, B4    : x* = (2, 4)T, f (x*) = -80.0 

B2, B3, B5: x* = (1, 6)T, f (x*) = -80.0 

2 373 576 328 576 662 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (4, 0, 0, 5, 2, 0)T, f (x*) = 97.0 

3 201 170 182 179 179 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (2, 7, 3)T, f (x*) = 69.0 

4 96 92 85 92 85 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (1.5, 0.8)T, f (x*) = 2.3 

5 89 108 89 108 89 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (1.2, 1.1)T, f (x*) = 2.65 

6 115 115 115 115 115 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (2, 2.58)T, f (x*) = -16.68 

7 171 253 253 171 171 
B1, B4, B5: x* = (2, 2, 0, 4.30, -0.56, 1.12, 1.34)T, f (x*) = 683.25 

B2, B3   : x* = (2, 2, 0, 4.31, -0.63, 1.13, 1.46)T, f (x*) = 682.97 

8 41 41 41 41 41 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (1.6, 4.97, 1.6)T, f (x*) = 9.50 

9 119 492 94 492 137 B1, B2, B3, B4, B5: x* = (0.05, 0.3125, 15)T, f (x*) = 0.0133 

10 107 107 107 107 107 
B1, B2, B3, B4, B5: 

x
* = (3.5, 0.7, 17, 7.3, 7.8, 3.35, 5.29)T, f (x*) = 2998.27 

11 151 151 82 151 82 
B1, B2, B3, B4, B5: 

x
* = (0.8125, 0.4375, 42.10, 176.64)T, f (x*) = 6059.71 

 
먼저 Table 4 는 균일 수렴허용오차 방법과 5 가

지 분지 순서 방법을 분지한계법에 적용하여 얻은 

이산최적해 및 함수계산횟수(number of function 

evaluations, NF) 결과이며, Table 5는 비균일 수렴허

용오차 방법과 5 가지 분지순서 방법을 적용하여 

얻은 결과이다. Table 4, 5에서 B1-B5는 선택된 분

지순서 방법을 각각 나타낸다.  

 
B1: 최소간격법(minimum clearance method) 

B2: 최대간격법(maximum clearance method) 
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B3: 최소간격차이법(minimum clearance difference method) 

B4: 최대간격차이법(maximum clearance difference method) 

B5: 최대비용차이법(maximum cost difference method) 

 

Table 4, 5 와 같이 얻어진 결과를 정확성 및 효

율성 측면에서 분석해 보고자 한다. 먼저 균일 수

렴허용오차 방법을 이용한 분지한계법의 경우 문

제 7 을 제외한 모든 예제에서 이산최적해로 수렴

하였다. 문제 7 에서 분지순서 방법으로 B2, B3 을 

이용했을 경우 이산최적해로 수렴하였으나, B1, B4, 

B5 를 이용한 분지한계법에서는 더 나쁜 해로 수

렴하였다. 본 연구에서 제안한 비균일 수렴허용오

차 방법을 이용한 분지한계법의 경우, 모든 예제

에서 균일 수렴허용오차 방법을 이용하는 기존의 

분지한계법과 동일한 이산최적해로 수렴하였다. 

문제 7 의 경우 기존의 분지한계법과 마찬가지로 

분지순서 방법으로 B2 와 B3 를 이용했을 때만 이

산최적해로 수렴하였다. 즉, 제안된 방법을 이용한 

분지한계법이 기존의 분지한계법과 동일한 정확성

을 보이는 것을 확인할 수 있었다. 

본 연구에서는 분지한계법의 효율성 비교를 위

하여 식 (16)을 이용한 비교 방법을 이용하였다. 

본 연구에서 이용한 11 가지 예제들은 설계변수의 

개수 및 범위, 목적함수와 구속조건의 특성 등이 

각기 다르다. 따라서 Table 4, 5의 NF 값들을 상대

적으로 비교하기 위해서는 식 (16)을 이용한 정규

화가 필요하다. 

 

( )1 2 3 9 10max , , ,..., ,

i
i

NF
NF

NF NF NF NF NF
=     (16) 

 

 

예를 들어 문제 3 에서 식 (16)을 이용하여 NF8

의 정규화된 값을 계산하면 다음과 같다. 

 

( )

( )

8
4

1 2 3 9 10max , , ,..., ,

182 182
0.70

max 230,179,259,...,179,179 259

NF
NF

NF NF NF NF NF
=

= = =

 (17) 

 

식 (16)을 이용하여 Table 4, 5 의 NF 값들을 모

두 정규화하면 Table 6 과 같다. 만약 Table 6 에서 

값이 1.00 일 경우에는 해당 문제에 적용된 방법의 

효율성이 가장 나쁨을 의미하며, 값이 작을수록 

효율성이 좋음을 나타낸다. Table 6 에서 볼 수 있

듯이 동일한 분지순서 방법이 선택된 상태에서 기

존의 균일 수렴허용오차 방법보다 제안된 비균일 

수렴허용오차 방법을 분지한계법에 적용할 경우, 

모든 예제에서 효율성이 크게 향상된 결과를 도출

할 수 있었다. 한편, 5가지 분지순서 방법 중에서는 

최소간격차이법(B3)을 이용할 경우 분지한계법의 

효율성이 평균적으로 가장 우수하였다. 함께 적용

된 수렴허용오차 방법이 다르더라도 최소간격차이

법을 적용한 분지한계법의 성능이 상대적으로 가장 

우수하였다. 최소간격차이법은 현재 설계점과 그 

 

Table 6 Scaled numbers of function evaluations of the original BBM and the enhanced BBM 

 BBM using the uniform convergence tolerance scheme BBM using the non-uniform convergence tolerance scheme 

No. 1NF  

(B1) 
2NF  

(B2) 
3NF  

(B3) 
4NF  

(B4) 
5NF  

(B5)
 

6NF  

(B1) 
7NF  

(B2) 
8NF  

(B3) 
9NF  

(B4) 
10NF  

(B5)
 

1 1.00 0.58 0.58 1.00 0.58 0.96 0.58 0.58 0.96 0.58 

2 0.50 0.83 0.47 0.83 1.00 0.50 0.77 0.44 0.77 0.89 

3 0.89 0.69 1.00 0.74 0.74 0.78 0.66 0.70 0.69 0.69 

4 0.99 0.99 1.00 0.99 1.00 0.69 0.66 0.61 0.66 0.61 

5 0.97 1.00 0.97 1.00 0.97 0.70 0.84 0.70 0.84 0.70 

6 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 

 7* - - - - - - - - - - 

8 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 

9 0.42 1.00 0.43 1.00 0.87 0.16 0.67 0.13 0.67 0.19 

10 1.00 0.99 1.00 0.99 1.00 0.78 0.78 0.78 0.78 0.78 

11 1.00 1.00 0.42 1.00 0.42 0.74 0.74 0.40 0.74 0.40 

Average 0.88 0.91 0.79 0.95 0.86 0.70 0.74 0.61 0.79 0.66 
 

주: * 표시된 문제 7 은 분지순서 방법에 따라 수렴된 이산최적해가 다르기 때문에 효율성 비교에서 제외하였음.   
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설계점 근방의 이산 값과의 거리가 가장 먼 이산

설계변수를 분지를 수행할 설계변수로 택하는 방

법이다. 즉, 분지를 위해 선택된 설계변수의 현재 

값이 근방의 이산 값들과의 거리가 멀 경우, 그 

근방의 이산 값들이 최종 이산최적해가 될 가능성

은 낮다. 그러므로 이러한 설계변수의 범위를 먼

저 재조정하여 분지를 할 경우 이산최적해가 존재

할 범위를 빨리 찾을 가능성이 높아진다. 이러한 

이유로 인해 최소간격차이법이 다른 방법에 비해 

빠른 수렴속도를 보이는 것으로 분석된다. 

Table 6 에서 볼 수 있듯이 비균일 수렴허용오차 

방법과 분지순서 방법 B3(최소간격차이법)의 조합

으로 얻어진 
8NF 이 평균 값 0.61 로 가장 효율성

이 뛰어났다. 이는 효율성이 가장 나쁜 조합인 

4NF 의 평균보다는 36% 더 성능이 좋으며, 같은 

최소간격차이법을 이용했으나 기존의 균일 수렴허

용오차 방법이 적용된 
3NF  보다는 23% 효율성이 

향상된 결과이다. 

지금까지 Table 4, 5 의 결과를 정확성과 효율성 

측면에서 분석한 결과, 본 연구에서 제안된 비균

일 수렴허용오차 방법과 분지순서 방법 중 최소간

격차이법을 분지한계법에 적용할 때 모든 예제에

서 정확하면서도 가장 효율적으로 이산최적해를 

도출할 수 있었다. 

4. 결 론 

MDNLP 기법 중에서 가장 널리 이용되고 있는 

기법 중에 하나인 분지한계법은 다른 MDNLP 기

법에 비해 강건하지만 각 노드마다 부문제 최적화

를 수행하기 때문에 많은 함수 계산이 요구되는 

단점이 존재한다. 이러한 분지한계법의 단점을 극

복하기 위하여 본 연구에서는 각 노드마다 수렴허

용오차를 다르게 설정해주는 비균일 수렴허용오차 

방법을 제안하였다. 또한 분지한계법에서 분지를 

수행할 때 상하한 범위를 재설정 할 설계변수를 

선정하기 위해 개발된 5 가지 분지순서 방법 중 

분지한계법의 성능을 가장 극대화할 수 있는 분지

순서 방법이 무엇인지 알아보기 위한 연구를 수행

하였다. 

제안된 수렴허용오차 방법의 성능 검증 및 각 

분지순서 방법의 비교를 위하여 본 연구에서는 7

개의 수학예제와 4 개의 공학예제를 이용하였다. 

테스트를 수행한 결과, 비균일 수렴허용오차 방법

을 이용하는 개선된 분지한계법이 균일 수렴허용

오차를 이용하는 기존의 분지한계법과 모든 예제

에서 동일한 정확성을 보였다. 또한 제안된 방법

을 이용한 분지한계법은 모든 예제에서 기존의 분

지한계법보다 효율성이 뛰어남을 확인할 수 있었

다. 5 가지 분지순서 방법 중에서는 최소간격차이

법을 이용할 경우 분지한계법의 정확성 및 효율성

이 가장 뛰어났다. 즉, 비균일 수렴허용오차 방법

과 최소간격차이법을 분지한계법에 함께 적용한 

경우, 가장 결과가 안 좋은 조합인 균일 수렴허용

오차 방법 및 최대간격차이법을 이용하는 분지한

계법에 비해 평균 36% 효율성이 더 좋았으며, 같

은 최소간격차이법을 이용했으나 기존의 균일 수

렴허용오차 방법이 함께 적용된 분지한계법 보다

는 23% 정도 효율성이 향상된 결과를 얻을 수 있

었다. 이러한 결과들을 통해 본 연구에서 제안된 

비균일 수렴허용오차 방법과 5 가지 분지순서 방

법 중 최소간격차이법을 함께 분지한계법에 적용

할 경우 분지한계법의 성능이 가장 극대화됨을 확

인할 수 있었다. 
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